Учебное  пособие по аналитической геометрии 

Г л а в а І 

ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА

§1. Векторы

1. Скалярные и векторные величины. Многие физические величины полностью определяются заданием некоторого числа. Это, например, объём, масса, плотность, температура тела и др. Такие величины называются скалярными. В связи с этим числа иногда называются скалярами. Но есть и такие величины, которые определяются заданием не только числа, но и некоторого направления. Например, при движении тела интересно знать не только величину скорости, с которой движется тело, но и направление движения. Точно так же, изучая действие какой-либо силы, необходимо указать не только значение этой силы, но и направление её действия. Такие величины называются векторными. Для их описания было введено понятие вектора, оказавшееся полезным для математики.

2. Определение вектора. Любая упорядоченная пара точек А и В пространства определяет направленный отрезок, т.е. отрезок вместе с заданным на нём направлением. Если точка А первая, то её называют началом направленного отрезка, а точку В его концом. Направлением отрезка считают направление от начала к концу.

Определение. Направленный отрезок называется вектором. К векторам относят и так называемый нулевой вектор, у которого начало и конец совпадают.

Над буквенным обозначением вектора при письме ставится стрелка, например: 
[image: image596.wmf]j

(при этом буква, соответствующая началу вектора, обязательно ставится впереди). Часто в литературе для обозначения вектора используются латинские буквы, набранные жирным шрифтом, например: a.

Мы чаще всего будем использовать для обозначения вектора латинские буквы со стрелкой над ними, например:
[image: image2.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image3.wmf]а
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. Нулевой вектор будем обозначать:
[image: image4.wmf]0
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Расстояние между началом и концом вектора называется его длиной (а также модулем и абсолютной величиной). Длина вектора обозначается 
[image: image5.wmf]а
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 или 
[image: image6.wmf]АB

 или 
[image: image7.wmf]a
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Определение. Векторы, расположенные на одной прямой или на параллельных прямых, называются коллинеарными. Векторы, расположенные на прямых, параллельных одной и той же плоскости, называются компланарными.
Нулевой вектор считается коллинеарным любому вектору, так как он не имеет определённого направления. Длина его считается равной нулю.

Определение. Два вектора называются равными, если они коллинеарны, одинаково направлены и имеют равные длины.

 Из этого определения непосредственно вытекает, что, выбрав любую точку A', мы можем построить единственный вектор 
[image: image8.wmf]B
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, равный некоторому заданному вектору 
[image: image9.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image10.wmf]AB

, или, как говорят, перенести вектор 
[image: image11.wmf]AB

 в точку A' (рис. 1). Ясно, что существует бесконечно много различных, но равных между собой векторов. В связи с этим, векторы, которые мы здесь рассматриваем, называются свободными.
[image: image1.wmf]AB


3. Линейные операции над векторами. Линейными операциями называются сложение векторов и умножение вектора на число. Напомним их определения.

Определение 1. Сумма двух векторов, имеющих общее начало, определяется 
[image: image12.wmf]выходящей из того же начала диагональю параллелограмма, построенного на данных векторах (рис.2).

Определение 2. Сумма двух векторов определяется вектором, начало которого совпадает с началом первого вектора, а конец ― с концом второго вектора, если начало второго вектора помещено в конце первого (рис.3).

Заметим, что оба этих определения эквивалентны.

Определение 2 легко обобщается на случай n>2 произвольных векторов.

Определение. Сумма n>2 произвольных векторов 
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 определяется вектором
[image: image14.wmf]
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 начало котрого совпадает с началом вектора 
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 а конец ― с концом вектора 
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 если начало вектора 
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 помещено в конец вектора 
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 (рис. 4). Здесь 
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[image: image21.wmf]
Определение. Произведением вектора 
[image: image22.wmf]a

 на вещественное число α называется любой вектор 
[image: image23.wmf],
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 удовлетворяющий следующим условиям: 

1) 
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2) вектор 
[image: image26.wmf]b

 коллинеарен вектору 
[image: image27.wmf]a

;


3) векторы  
[image: image28.wmf]b

и 
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 направлены одинаково, если α>0, и противоположно, если α<0. Если же α=0 или 
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[image: image31.wmf] то из первого условия следует, что 
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. В качестве примера на рис.6 изображены векторы 
[image: image34.wmf]
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Произведение вектора 
[image: image38.wmf]a

 на число α обозначается 
[image: image39.wmf]a
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. Из определения произведения вектора на число следует часто далее используемое утверждение, которое мы сформулируем таким образом.

Предложение 1. Пусть дан вектор 
[image: image40.wmf]a

, не равный нулю. Для  любого коллинеарного ему вектора 
[image: image41.wmf]b

 существует и притом только одно число 
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, удовлетворяющее равенству 
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[image: image44.wmf]a
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Действительно, этим числом является или 
[image: image45.wmf]b

/
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  или -
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  в зависимости от того, направлены ли векторы 
[image: image49.wmf]a

 и 
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 одинаково или противоположно. Если  
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, то λ=0. Единственность множителя λ очевидна:  при умножении 
[image: image53.wmf]a

 на разные числа мы получим разные векторы.

Сформулируем теперь основные свойства линейных операций над векторами.

Предложение 2. 

1) Сложение векторов коммутативно, т.е. для любых векторов  
[image: image54.wmf]a

 и 
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 выполнено 
[image: image56.wmf]a

b

b

a

+

=

+

.

2) Сложение векторов ассоциативно, т.е. для любых векторов 
[image: image57.wmf]a
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 и 
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 выполнено 
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3) Прибавление нулевого вектора к любому вектору 
[image: image61.wmf]a

 не меняет последнего:
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4) Для любого вектора 
[image: image63.wmf]a

 вектор 
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 является противоположным, т.е. 
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5) Умножение вектора на число ассоциативно, т.е. для любых чисел α и β и любого вектора 
[image: image66.wmf]a

 выполнено 
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6) Умножение вектора на число дистрибутивно по отношению к сложению чисел, т.е. для любых чисел α и β и любого вектора 
[image: image68.wmf]a

 выполнено 
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7) Умножение вектора на число дистрибутивно по отношению к сложению векторов, т. е. для любых векторов 
[image: image70.wmf]a

 и 
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 и любого числа 
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 выполнено 
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8) Умножение вектора на единицу не меняет этого вектора: 
[image: image74.wmf]a
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Доказательства первых четырех свойств и последнего читатель без труда может провести самостоятельно, что и рекомендуется сделать. При доказательстве первых двух свойств весьма полезными окажутся рисунки 2 и 5.

Докажем свойство 5. Если хотя бы одно из чисел α, β равно нулю или вектор 
[image: image75.wmf]a

 нулевой, то обе части равенства 5) обращаются в нулевой вектор. Если 
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 коллинеарные, одинаково направлены (их направления либо совпадают с направлением вектора 
[image: image79.wmf]a
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, если α и β имеют одинаковый знак, либо противоположны направлению вектора 
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, если α и β разных знаков) и имеют одинаковые длины 
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, следовательно, они равны. 

Докажем свойство 6. Пусть α и β имеют одинаковые знаки и 
[image: image82.wmf]0
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 коллинеарные и одинаково направлены (при α>0, β>0 их направления совпадают с направлением вектора 
[image: image85.wmf]a

, а при α<0, β<0 противоположны направлению 
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). Так как векторы 
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 направлены одинаково, то длина вектора 
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 а так как α и β одного знака, то 
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 т.е. длина вектора 
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 равна длине вектора 
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 коллинеарные, одинаково направлены и имеют равные длины, следовательно, они равны.

Пусть теперь α и β имеют разные знаки и для определённости 
[image: image99.wmf]b
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. В этом случае векторы 
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 направлены так же, как вектор 
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 т.е. длина вектора 
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 равна длине вектора 
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 и знаки α и β различны, то обе части доказываемого равенства равны нулю. Равенство 6) очевидно, если хотя бы одно из чисел 
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 равны нулю или вектор 
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 нулевой. 

Докажем свойство 7.  Пусть α и β неколлинеарные векторы и α>0. Построим векторы 
[image: image114.wmf],
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 (рис. 7).
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Из подобия треугольников ОАВ и ОА'В' и определения операции умножения вектора на число следует, что 
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, т.е. доказываемое равенство справедливо. Случай α<0 рассматривается аналогично.

Если 
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 и 
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- коллинеарные векторы и 
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 можно представить в виде 
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[image: image126.wmf](
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Доказываемое равенство очевидно, если один из векторов 
[image: image127.wmf]b
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 - нулевой или число α равно нулю. Предложение доказано.

Вектор, противоположный вектору 
[image: image128.wmf]a

, обозначается 
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-

.
Разностью двух векторов 
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 и 
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 называется сумма вектора 
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 и вектора, противоположного 
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Из этого определения и рисунка 8 ясно правило построения вектора 
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 имеют общее начало, то их разность 
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 представляет собой вектор, соединяющий их концы и направленный от вычитаемого к уменьшаемому.

Вычитание определяется через сложение, и мы не будем считать его отдельной операцией. Точно так же не будем выделять деление вектора на число α, которое можно определить как умножение на число 
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. Применяя линейные операции, мы можем составлять суммы векторов, умноженных на числа: 
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. Выражения такого вида называются линейными комбинациями векторов. Числа, входящие в линейную комбинацию, называются её коэфициентами.
Замечание. Перечисленные в предложении 2 восемь основных свойств линейных операций позволяют преобразовывать выражения, составленные из линейных комбинаций по обычным правилам алгебры: можно раскрывать скобки, приводить подобные члены, переносить некоторые члены в другую часть равенства с противоположным знаком и т.д.

4. Разложение вектора по базису. Определение. Базисом на прямой называется любой ненулевой вектор на этой прямой.

Базисом на плоскости называются два неколлинеарных вектора на этой плоскости, взятые в определенном порядке.

Базисом в пространстве называются три некомпланарных вектора взятые в определенном порядке.

Если вектор  представлен как линейная комбинация некоторых векторов, то говорят, что он разложен по этим векторам.
[image: image142.wmf] Обычно рассматривается разложение вектора по базису.
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то числа (1, (2 , (3 называются компонентами (или координатами) вектора 
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 в данном базисе.
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Если 
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то числа (1, (2 называются компонентами вектора 
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 в данном базисе.

Если 
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, то число ( называется компонентой вектора 
[image: image151.wmf]а

 в данном базисе.

Компоненты вектора пишут в скобках после буквенного обозначения вектора. Например, 
[image: image152.wmf]а

(1,0,2) означает, что компоненты вектора 
[image: image153.wmf]а

 в определенном ранее выбранном базисе равны 1, 0 и 2.

Теорема 1. Каждый вектор, параллельный какой-либо прямой, может быть разложен по базису на этой прямой.

Каждый вектор, параллельный какой-либо плоскости, может быть разложен по базису на этой плоскости.

Каждый вектор может быть разложен по базису в пространстве.

Компоненты вектора в каждом случае определяются однозначно.

Доказательство. Первое утверждение непосредственно вытекает из предложения 1 и определения базиса на прямой.

Второе утверждение означает, что для каждого вектора 
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, компланарного с двумя неколлинеарными векторами 
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 (базис на плоскости), найдутся числа (1 и (2 такие, что 
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 Чтобы указать эти числа, поместим начала всех трех векторов в одну точку О и проведем через конец А вектора 
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 прямую АР, параллельную 
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 причем 
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 может оказаться нулевым). В силу первого утверждения теоремы существуют (1 и (2 такие, что 
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Третье утверждение теоремы означает, что для каждого вектора 
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 и некомпланарных векторов 
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 найдутся такие числа α1, α2 и α3, что 
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. Для доказательства поместим начала всех векторов в одну точку O (рис. 10) и проведем через конец А вектора 
[image: image171.wmf]а

 прямую АР, параллельную вектору 
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 компланарен 
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. В силу уже доказанных утверждений найдутся такие числа α1, α2 и α3, что 
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. Отсюда прямо вытекает третье утверждение.

Представим себе, что некоторый вектор 
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 разложен по базису в пространстве двумя способами: 
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. Вычитая из первого выражения второе, мы получим 
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 Если хоть одна из разностей в скобках не равно нулю, мы можем разложить один из векторов базиса по остальным. Например, при 
[image: image185.wmf]0

1

1

¹

-

b

a

 имеем 
[image: image186.wmf]3

1

1

3

3

2

1

1

2

2

1

е

е

e

r

r

r

b

a

b

a

b

a

b

a

-

-

-

-

-

-

=

.

Это противоречит некомпланарности базисных векторов. Полученное противоречие доказывает единственность разложения по базису в пространстве. Аналогично доказывается единственность разложения и в других случаях. Теорема полностью доказана.

Заметим, что доказательство последней части теоремы одновременно является доказательством следующего предложения.

Предложение 3. Равные векторы имеют одинаковые компоненты.

В аналитической геометрии рассуждения о векторах сводятся к вычислениям, в которых участвуют компоненты этих векторов. Следующие два предложения показывают, как производятся известные нам операции над векторами, если заданы их компоненты.

Предложение 4. При умножении вектора на число все его компоненты умножаются на это число.
Действительно, если 
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Предложение 5. При сложении векторов складываются их соответствующие компоненты. 

Действительно, если 
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5. Линейная зависимость векторов. Линейная комбинация нескольких векторов называется тривиальной, если все ее коэффициенты равны нулю. Очевидно, тривиальная линейная комбинация любых векторов равна нулевому вектору. Линейная комбинация не тривиальна если хоть один из ее коэффициентов отличен от нуля.

Определение. Векторы 
[image: image194.wmf]k
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 называются линейно зависимыми, если существует нетривиальная линейная комбинация этих векторов, равная нулю; иными словами, если существуют такие коэффициенты α1,…,αk, что 
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В противном случае, т.е. когда только тривиальная линейная комбинация векторов 
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 равна нулю, эти векторы называются линейно независимыми. Если векторы линейно независимы, то из равенства 
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 следует α1=α2=…=αk=0. Отметим следующие свойства понятия линейной зависимости.

Если среди векторов 
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 есть нулевой, то эти векторы линейно зависимы. Действительно, рассмотрим их линейную комбинацию, у которой при нулевом векторе коэффициент 1, а при остальных – нули. Эта линейная комбинация нетривиальна и равна нулю.

Если к линейно зависимой системе векторов 
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 добавить один или несколько векторов 
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 также линейно зависима. Действительно, к имеющейся равной нулю нетривиальной линейной комбинации векторов 
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 с коэффициентами, равными нулю.

Предложение 6. Система векторов линейно зависима тогда и только тогда, когда один из них раскладывается в линейную комбинацию остальных.

Доказательство. Пусть 
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 линейно зависимы, т.е. существуют такие коэффициенты α1,…,αk, что
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 и хоть один из коэффициентов, например α1, отличен от нуля. В этом случае 
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Обратно, пусть один из векторов, например 
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, разложен в линейную комбинацию остальных векторов: 
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Отсюда непосредственно видно, что линейная комбинация векторов 
[image: image213.wmf]к

а

а

а

r

r

r

,...,

,

2

1

 с коэффициентами –1, β2,…, βk равна нулевому вектору. Так как она нетривиальная, то векторы 
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 линейно зависимы. Предложение доказано.

Рассмотрим геометрический смысл линейной зависимости векторов.

Предложение 7. Любые два коллинеарных вектора линейно зависимы и наоборот, два линейно зависимых вектора коллинеарны.

Действительно, пусть даны два коллинеарных вектора. Либо они оба нулевые, и тогда утверждение очевидно, либо один из них ненулевой, и тогда второй по нему раскладывается. В обоих случаях векторы линейно зависимы.
Обратно, в силу предложения 6 из двух линейно зависимых векторов один линейно выражается через другой, и, следовательно, они коллинеарны.

Предложение 8. Любые три компланарных вектора линейно зависимы, и наоборот, три линейно зависимых вектора компланарны.

Пусть даны три компланарных вектора. Рассмотрим какие-нибудь два из них. Если они коллинеарны, то линейно зависимы и сами по себе и вместе с третьим вектором.

Если же два вектора не коллинеарны, то третий вектор по ним раскладывается и векторы линейно зависимы в силу предложения 6.

Обратно из трех линейно зависимых векторов один раскладывается по двум остальным и, следовательно, им компланарен.

Предложение 9. Каждые четыре вектора линейно зависимы.

Действительно, рассмотрим любые три из четырех векторов. Если они компланарны, то линейно зависимы и сами по себе и вместе с четвертым вектором. Если же они не компланарны, то четвертый вектор по ним раскладывается, откуда следует, что все четыре вектора линейно зависимы.

Предложение 10. Векторы базиса в пространстве линейно независимы.

Векторы базиса на плоскости линейно независимы.

Докажем первое утверждение от противного. Рассмотрим равную нулю линейную комбинацию произвольной упорядоченной тройки некомпланарных векторов
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и допустим, что какой-либо коэффициент, пусть для определенности 
[image: image216.wmf]1

a

, отличен от нуля. Тогда равенство (1) можно переписать в виде:
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Это противоречит некомплонарности базисных векторов. Полученное противоречие и доказывает первое утверждение предположения. Аналогично доказывается и второе утверждение.
§2. Системы координат

[image: image486.wmf]a
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1. Декартова система координат. Фиксируем в пространстве точку О и рассмотрим произвольную точку М. Радиус-вектором точки М по отношению к точке О называется вектор 
[image: image218.wmf]ОМ

. Если в пространстве, кроме точки О, выбран некоторый базис, то точке М можно сопоставить упорядоченную тройку чисел – компоненты ее радиус вектора.
Определение. Декартовой системой координат в пространстве называется совокупность точки и базиса (рис. 11).

Точка носит название начала координат; прямые, проходящие через начало координат в направлении базисных векторов, называются осями координат. Первая – осью абсцисс, вторая – осью ординатой, а третья – осью аппликат. Плоскости, проходящие через оси координат, называют координатными плоскостями.

Определение. Компоненты радиус-вектора точки М по отношению к началу координат называются координатами точки М в рассматриваемой системе координат.

Первая координата называется абсциссой, вторая – ординатой, а третья – аппликатой. 

Аналогично определяются декартовы координаты на плоскости и на прямой линии. Разумеется, точка на плоскости имеет только две координаты (абсциссу и ординату), а точка на прямой линии – одну.
Координаты точки обычно пишут в скобках после буквы, обозначающей точку.

Например, запись А (2,1/2) означает, что точка А имеет координаты 2 и 1/2 в ранее выбранной декартовой системе координат на плоскости (рис.12).
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Нетрудно видеть, что при заданной системе координат координаты точки определены однозначно. С другой стороны, если задана система координат, то для каждой упорядоченной тройки чисел найдется одна-единственная точка, имеющая эти числа в качестве координат. Иными словами: в пространстве при заданной системе координат устанавливается взаимнооднозначное соответствие между точкой и упо-

рядоченной тройкой чисел (координатами точки). На плоскости система координат устанавливает взаимнооднозначное соответствие между точками плоскости и упорядоченными парами чисел (их координатами).

Выше мы определили так называемую общую декартову систему координат. Часто удобнее использовать прямоугольную (декартову) систему координат. Далее мы всегда будем пользоваться именно этой системой координат, к определению которой и переходим.
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2. Прямоугольная система координат. Определение. Базис называется ортонормированным, если его векторы попарно ортогональны и по длине равны единице, т.е. если 
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. Декартова система координат, базис которой ортонормирован, называется декартовой прямоугольной системой координат.
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Базисные векторы 
[image: image221.wmf]3

2

1

e

 

,

e

 

,

e

прямоугольной системы координат называются ортами и обозначаются 
[image: image222.wmf] 
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,
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, 
[image: image224.wmf]k

 соответственно (рис. 13).

Абсциссу, ординату и аппликату точки в прямоугольной системе координат будем обозначать буквами x, y и z соответственно; а оси абсцисс, ординат и аппликат – соответственно Ox, Oy, Oz.

[image: image490.wmf]а

Нетрудно проверить, что координаты точки относительно декартовой прямоугольной системы координат в пространстве по абсолютной величине равны расстояниям от этой точки до соответствующих координатных плоскостей. Они имеют знак плюс или минус в зависимости от того, лежит точка по ту же сторону или по другую сторону от координатной плоскости, что и конец орта, перпендикулярного этой плоскости.

Координаты точки относительно декартовой прямоугольной системы координат на плоскости по абсолютной величине равны расстояниям от этой точки до соответствующих координатных осей. Оси координат разбивают плоскость на четыре части, их называют четвертями, квадрантами или координатными углами и нумеруют римскими цифрами І, ІІ, ІІІ, ІV так, как показано на рис. 15. На рис. 15 указаны знаки координат точек в зависимости от их расположения в той или иной четверти. 

Ранее мы определили понятие координат точки в декартовой (в том числе и в прямоугольной) системе координат. Пусть в прямоугольной системе координат О, 
[image: image225.wmf] 
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 заданы точки А (x1, y1, z1) и B (x2, y2, z2). Возникает вопрос, чему равны координаты вектора 
[image: image228.wmf]AB

? Очевидно, что 
[image: image229.wmf]OA
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 (рис. 14). Компоненты радиус-векторов 
[image: image230.wmf]OA

 и 
[image: image231.wmf]OB

 равны (x1, y1, z1) и (x2, y2, z2) по определению координат. Из предложения 5 §1 следует, что 
[image: image232.wmf]AB

 имеет компоненты (х2-х1, у2-у1, z2-z1). Этим доказано следующее:

Предложение 1. Чтобы найти компоненты вектора, нужно из координат его конца вычесть координаты его начала.

Рассмотрим два ненулевых коллинеарных вектора 
[image: image233.wmf]a

 и 
[image: image234.wmf]b

, координаты которых относительно некоторой прямоугольной системы координат О, 
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 соответственно равны x1, y1, z1 и x2, y2, z2. Так как векторы 
[image: image238.wmf]a

 и 
[image: image239.wmf]b

 коллинеарны, то существует такое число 
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, что выполняется равенство 
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. Согласно предложению 4 §1 последнее равенство равносильно равенствам x2=λx1, y2=λy1, z2=λz1 или
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Этим доказано следующее:

Предложение 2. Два ненулевых вектора 
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 коллинеарны в том и только в том случае, когда их координаты пропорциональны, т.е. удовлетворяют условию (1).

3. Деление отрезка в заданном отношении. Найдем координаты точки М на отрезке АВ, которая делит этот отрезок в отношении (, т.е. удовлетворяет условию 
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 (рис. 16). Это условие можно переписать в виде 
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Обозначив через (x1, y1, z1) и (x2, y2, z2) соответственно координаты точек А и В, а через (x, y, z) координаты точки М, мы разложим обе части равенства (2) по базису, причем компоненты векторов 
[image: image247.wmf]AM

 и 
[image: image248.wmf]MB

 найдем по предложению 1. Тогда 
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Из этих равенств можно найти x, y и z, поскольку 
[image: image250.wmf]0
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. Мы получаем окончательно
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(3)

Эти формулы известны под названием формул деления отрезка в заданном отношении.
В частном случае, при λ=1 из формул (3) получаются формулы для координат середины отрезка:
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Если в формулах (3) мы будем считать число ( отрицательным, то из равенства (2) видно, что точка М (x, y, z) будет находиться на той же прямой вне отрезка АВ, деля его в отношении 
[image: image253.wmf]l

, т.е. 
[image: image254.wmf]l
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. Поэтому формулы (3) служат решением более общей задачи. Именно, из них можно найти координаты точки, делящей отрезок АВ в заданном отношении как внутренним, так и внешним образом.

На плоскости задача о делении отрезка решается так же, только базис состоит из двух векторов, и потому из формул (3) остаются только первые две.

4. Полярная система координат. Наиболее важной после прямоугольной системы координат является полярная систем координат. Она определена, если задана точка О, называемая полюсом, и исходящий из полюса луч 
[image: image255.wmf]l

, который называется полярной осью. Положение точки М фиксируется двумя числами: полярным радиусом 
[image: image256.wmf]OM
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 и углом ( между полярной осью и вектором 
[image: image257.wmf]OM

. Угол ( называется полярным углом. Он измеряется в радианах и отсчитывается от полярной оси против часовой стрелки. У полюса r = 0, а ( не определено. У остальных точек r>0 и ( определено с точностью до слагаемого, кратного 2π. Это означает, что пары чисел (r, () и (r, (+2(k), где k – любое целое число, представляют собой полярные координаты одной и той же точки (рис. 17).

Иногда ограничивают изменение полярного угла какими-нибудь условиями, например: 
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. Это устраняет неоднозначность, но зато вводит другие неудобства.   

Установим связь между полярными координатами точки и ее прямоугольными координатами. Выберем на плоскости декартову прямоугольную систему координат, поместив ее начало в полюс О и приняв за орты 
[image: image260.wmf] 
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и 
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 векторы длины 1, направленные соответственно вдоль l и под углом 
[image: image262.wmf]2
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 к l (угол отсчитывается против часовой стрелки). Как легко видеть из рис. 17, прямоугольные координаты точки выразятся через ее полярные координаты следующим образом:
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Выражение полярных координат через прямоугольные следует из формул (4):


[image: image264.wmf]x

y

tg

y

x

r

=

+

=

j

   

,

2

2

.                         
(5)

Заметим, что формула tg(=y/x определяет два значения полярного угла (, так как ( изменяется от 0 до 2(. Из этих двух значений выбирают то, при котором удовлетворяются равенства (4).

Пример. Даны прямоугольные координаты точки: (2,2). Найти ее полярные координаты, считая, что полюс совмещен с началом прямоугольной системы координат, а полярная ось совпадает с положительной полуосью абсцисс.

Решение. По формулам (5) имеем 
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. Согласно второму из этих равенств 
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. Но так как x=2>0 и y=2>0, то нужно взять 
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§ 3. Скалярное произведение
1. Определение и свойства. Под углом между векторами мы будем понимать угол между векторами, равными данным и имеющими общее начало. При этом углом между векторами будем считать тот из углов, который не превосходит (. Если угол прямой, то векторы называются ортогональными.

Определение. Скалярным произведением двух векторов называется число, равное произведению длин этих векторов на косинус угла между ними. Если хоть один из векторов нулевой, то угол не определен, и скалярное произведение по определению считают равным нулю.

Скалярное произведение векторов 
[image: image269.wmf]a

 и 
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 обозначается либо 
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. Таким образом, мы можем записать 
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где ( - угол между векторами 
[image: image274.wmf]a

 и 
[image: image275.wmf]b

. Очевидны следующие свойства операции скалярного умножения:

1. Скалярное умножение коммутативно, т.е. для любых векторов 
[image: image276.wmf]a

 и 
[image: image277.wmf]b

 справедливо равенство 
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2. Скалярный квадрат вектора равен квадрату его модуля, т.е. 
[image: image279.wmf]2
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 для любого вектора 
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.

3. Скалярное произведение равно нулю тогда и только тогда, когда сомножители ортогональны или хотя бы один из них равен нулю.
4. Векторы ортонормированного базиса удовлетворяют соотношениям:
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Предложение 1. Если базисные векторы 
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 ортогональны, то компоненты любого вектора 
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 находятся по формулам
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В частности, если базис ортонормированный, то 
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Действительно, пусть 
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, причем каждое слагаемое коллинеарно соответствующему базисному вектору. Мы знаем из предложения 1 §1, что 
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, где выбирается знак плюс или минус в зависимости от того, одинаково или противоположно направлены векторы 
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. Но, как видно из рис. 18, 
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, где ( - угол между векторами 
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. Аналогично вычисляются и остальные компоненты. Предложение доказано.
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Из предложения 1 следует, что компоненты x, y, z вектора 
[image: image294.wmf]a

 в ортонормированном базисе равны произведениям его длин на косинусы углов, которые данный вектор составляет с соответствующими базисными векторами, т.е. 
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 cosα, cosβ, cosγ называются направляющими косинусами вектора 
[image: image296.wmf]a

 (рис. 19).
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Очевидно, координаты единичного вектора в прямоугольной системе координат равны его направляющим косинусам.

Следующее свойство носит название линейности скалярного произведения.

Предложение 2. Для любых векторов 
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 и любых чисел ( и ( выполнено равенство 
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Доказательство. Если 
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, то утверждение очевидно. Допустим, что 
[image: image302.wmf]0

¹

c

. Примем 
[image: image303.wmf]с

 за первый вектор базиса и выберем остальные ортогонально к нему и между собой. Выражение 
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 - первая компонента вектора 
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[image: image306.wmf]Точно так же 
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 - первые компоненты векторов 
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Отсюда прямо вытекает требуемое равенство.

Легко доказать, что такая же формула справедлива для линейной комбинации любого числа векторов.

Используя коммутативность скалярного умножения, из предложения 2 мы получаем тождество
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2. Скалярное произведение в координатной форме. Пусть в прямоугольной системе координат Oxyz заданы векторы 
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Используя предложение 2, получаем
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Откуда, используя свойство 4 скалярного произведения, приходим к следующей теореме.

Теорема 1. В прямоугольной системе координат скалярное произведение векторов выражается через их компоненты по формуле
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  (1)

Теорема 1 позволяет написать выражение длины вектора 
[image: image320.wmf]a

 через его компоненты x, y, z  в прямоугольной системе координат:
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а также выражение угла ( между векторами 
[image: image322.wmf](
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 и 
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 через их компоненты:
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С помощью теоремы 1 мы можем вычислить расстояние между точками, если заданы их координаты в прямоугольной системе координат. В самом деле, пусть точки А1 и А2 имеют соответственно координаты     (x1, y1, z1) и (x2, y2, z2). Тогда расстояние между ними равно длине вектора 
[image: image325.wmf]2
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, координаты которого согласно предложению 1 §2 есть (x2-x1, y2-y1, z2-z1). Используя формулу (2), получим
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Пример. Даны три точки А (1,1,1), В (2,2,1) и С (2,1,2). Найти угол ( = ( ВАС.

Решение. В задаче требуется найти угол между векторами 
[image: image327.wmf](
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. На основании формулы (3) получаем:
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Следовательно, 
[image: image330.wmf]3
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§ 4. Векторное и смешанное произведения
1. Ориентация тройки векторов. Пусть даны два ортонормированных базиса 
[image: image331.wmf]k
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 и 
[image: image332.wmf]¢

¢
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. Можно ли совместить эти базисы при помощи движения? Очевидно, всегда можно совместить любые два вектора одного базиса с соответствующими двумя векторами другого базиса. Например, пусть с помощью движения базисов мы добились совпадения векторов 
[image: image333.wmf]k

,

j

 соответственно с векторами 
[image: image334.wmf]¢

¢

k
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j

. При этом векторы 
[image: image335.wmf]i

r

 и 
[image: image336.wmf]¢

i

r

 окажутся коллинеарными. Они либо совпадут – тогда базисы совмещены, - либо окажутся противоположно направленными. В последнем случае базисы совместить нельзя.

Из этого рассуждения видно, что если два базиса не налагаются, то каждый третий базис налагается либо на первый, либо на второй. Таким образом, все ортонормированные базисы распадаются на два класса. Базисы, принадлежащие одному и тому же классу, налагаются, а базисы разных классов не налагаются. Базис называется правым или левым в зависимости от того, вправо или влево направлен вектор 
[image: image337.wmf]i

r

, когда 
[image: image338.wmf]j

 направлен от нас, а вектор 
[image: image339.wmf]k

 направлен вверх (рис. 20). Один класс состоит из всех правых, а другой – из всех левых базисов. Это же определение распространяется и на любые базисы следующим образом.
[image: image495.wmf]а


Рис. 20. а) левый базис; б) правый базис.

Определение. Упорядоченная тройка некомпланарных векторов называется правоориентированной или просто правой, если из конца третьего вектора кратчайший поворот от первого ко второму виден против часовой стрелки. В противоположном случае тройка называется левоориентированной или левой. (Начала векторов тройки предполагаются совмещенными).

Замечание. Чтобы избежать постоянных замечаний об ориентации базиса, мы будем считать, что ортонормированный базис выбирается всегда правый.

2. Векторное произведение. Определение. Пусть даны векторы 
[image: image340.wmf]a

 и 
[image: image341.wmf]b

. Построим по ним вектор 
[image: image342.wmf]c

, удовлетворяющий условиям:

1) 
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, где ( - угол между 
[image: image344.wmf]a
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, так как 
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2) вектор 
[image: image348.wmf]c

 ортогонален векторам 
[image: image349.wmf]a

 и 
[image: image350.wmf]b

;

3) векторы 
[image: image351.wmf]c

,

b

,

a

 образуют правую тройку векторов.

Так построенный вектор 
[image: image352.wmf]c

 называется векторным произведением векторов 
[image: image353.wmf]a

 и 
[image: image354.wmf]b

 и обозначается 
[image: image355.wmf][
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 или 
[image: image356.wmf]b
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Из определения легко получить следующие свойства векторного произведения:

1) модуль векторного произведения неколлинеарных векторов численно равен площади параллелограмма, построенного на сомножителях (если сомножители имеют общее начало);

2) векторное произведение равно нулю тогда и только тогда, когда сомножители коллинеарны.

Пример 1. Пусть 
[image: image357.wmf]k
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 - ортонормированный базис. Тогда, используя определение и свойство 2, получим
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Предложение 1. Векторное умножение антикоммутативно, т.е. всегда 
[image: image359.wmf][
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Действительно, из определения следует, что модуль векторного произведения не зависит от порядка сомножителей. Точно так же вектор 
[image: image360.wmf][
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 коллинеарен  вектору 
[image: image361.wmf][
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. Однако, переставляя сомножители, мы должны изменить направление произведения, чтобы было выполнено условие 3) определения. Действительно, если 
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 - правая тройка, то 
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 - снова правая тройка.

Ниже мы вернемся к векторному произведению, но сначала будет удобно ввести еще одну операцию.

3. Смешанное произведение. Определение. Число 
[image: image365.wmf][
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 называется смешанным произведением векторов 
[image: image367.wmf]c

,

b

,

a

 и обозначается 
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Предложение 2. Смешанное произведение некомпланарных векторов 
[image: image369.wmf]b
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 и 
[image: image370.wmf]c

 по модулю равно объему параллелепипеда, построенного на сомножителях. Оно положительно, если тройка 
[image: image371.wmf]c
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  правая, и отрицательно, если она левая.

Действительно, объем параллелепипеда, построенного на векторах 
[image: image372.wmf]b
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 и 
[image: image373.wmf]c

, равен (рис. 21) произведению площади основания (
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( на высоту 
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. Здесь (  - угол между векторами 
[image: image376.wmf]a

 и 
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. Поэтому мы можем записать
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Таким образом, первое утверждение доказано. Знак смешанного произведения совпадает со знаком cos(, и поэтому смешанное произведение положительно, когда 
[image: image379.wmf]a

 направлен в ту же сторону от плоскости векторов 
[image: image380.wmf]b

 и 
[image: image381.wmf]c

, что и вектор 
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, т.е. когда тройка 
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 правая. Аналогично доказывается, что смешанное произведение левой тройки векторов отрицательно.

Пример 2. Пусть 
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- ортонормированный базис. Тогда 
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Предложение 3. Смешанное произведение равно нулю тогда и только тогда, когда сомножители компланарны.
[image: image496.wmf]3
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Действительно, 
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, где ( - угол между векторами 
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 и 
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 (рис. 21). Равенство 
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 возможно только тогда, когда выполнено хоть одно из 

условий:

а) 
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. Очевидно, что тогда векторы компланарны.

б) 
[image: image391.wmf][
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 коллинеарны  и, следовательно, 
[image: image394.wmf]a

, 
[image: image395.wmf]b

 и 
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 компланарны.

в) cos(=0.  Тогда  вектор  
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  ортогонален 
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, т.е. компланарен 
[image: image399.wmf]b

 и 
[image: image400.wmf]c
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Обратное утверждение доказывается аналогично: если 
[image: image401.wmf]a

, 
[image: image402.wmf]b

 и 
[image: image403.wmf]c

 компланарны и не имеют места случаи а) и б), то имеет место случай в).

При перестановке сомножителей в смешанном произведении, самое большее, может измениться только ориентация тройки этих векторов. Поэтому, согласно предложениям 2 и 3, может измениться только знак смешанного произведения. Для любых векторов 
[image: image404.wmf]a
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[image: image405.wmf]b

 и 
[image: image406.wmf]c

, сравнивая ориентации троек векторов, получим 
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Применяя предложение 2 §3 к скалярному произведению 
[image: image408.wmf][
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 получим тождество
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Из равенств (2) следуют аналогичные тождества для остальных сомножителей. Например, для второго сомножителя
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Эти тождества выражают свойство линейности смешанного произведения.

Сейчас мы докажем линейность векторного произведения, т.е. следующее

Предложение 4. Для любых векторов 
[image: image411.wmf]a
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 и 
[image: image413.wmf]c

 и любых чисел ( и ( имеет место равенство 
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Для доказательства воспользуемся линейностью смешанного произведения по второму сомножителю:
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Это равенство имеет место при всех 
[image: image416.wmf]d

. Мы можем выбрать ортонормированный базис 
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 и подставить вместо 
[image: image418.wmf]d

 последовательно каждый вектор этого базиса. В силу предложения 1 §3 мы получим равенство всех компонент векторов 
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, а отсюда и равенство векторов, которое нам нужно было доказать.

Из предложений 1 и 4 вытекает линейность векторного произведения по второму сомножителю:
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4. Выражение векторного и смешанного произведения через координаты сомножителей. Если заданы разложения векторов 
[image: image422.wmf]a

 и 
[image: image423.wmf]b

 по векторам ортонормированного базиса 
[image: image424.wmf]j
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 и 
[image: image425.wmf]k

, мы можем написать, согласно предложению 4,
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Отсюда, с использованием равенств (1), получаем следующую теорему.

Теорема 1. В прямоугольной системе координат векторное произведение выражается через координаты сомножителей формулой
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  (4)

Теперь может быть доказана

Теорема 2. Если векторы 
[image: image428.wmf]a

, 
[image: image429.wmf]b

 и 
[image: image430.wmf]c

 заданы в прямоугольной системе координат своими координатами (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3), то смешанное произведение определяется формулой
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Для доказательства напишем произведение 
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Умножая скалярно обе части этого равенства на вектор 
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, имеем
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(Слагаемые, содержащие скалярные произведения с разными сомножителями, мы не выписываем, так как они, согласно формулам (1), равны нулю). Отсюда, еще раз обращаясь к равенствам (1), мы получаем нужный нам результат.

Найденные нами формулы для векторного и смешанного произведения весьма громоздки и не удобны для запоминания. Для их более наглядной записи употребляются детерминанты (их называют также определителями) второго и третьего порядка.

Рассмотрим четыре числа x1, y1, x2, y2. Из них можно составить таблицу
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Таблицы такого вида называются  матрицами второго порядка. Число x1y2–x2y1 называется детерминантом данной матрицы второго порядка или просто детерминантом второго порядка. Оно обозначается
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Из девяти чисел x1, y1, z1, x2, y2, z2, x3, y3, z3 можно составить таблицу – матрицу третьего порядка.
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называется детерминантом этой матрицы (или детерминантом третьего порядка) и обозначается
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По теореме 2 в новых обозначениях 
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(6)

При помощи определения детерминанта третьего порядка формулу (4) можно записать в виде, удобном для запоминания:
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           (7)

5. Условия коллинеарности и компланарности векторов. Следующие предложения дают необходимые и достаточные условия коллинеарности и компланарности векторов.

Предложение 5. Обращение в нуль детерминанта матрицы прямоугольных координат трех векторов необходимо и достаточно для компланарности этих векторов.
Предложение 7 сразу следует из предложения 3 и формулы (6).

Предложение 6. Пусть (x1, y1, z1) и (x2, y2, z2) - координаты векторов 
[image: image443.wmf]a

 и 
[image: image444.wmf]b

 в прямоугольной системе координат. Эти векторы коллинеарны тогда и только тогда, когда
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 (8)

Достаточность условия очевидна: из равенства (8) по формуле (4) следует обращение в нуль 
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, что равносильно коллинеарности векторов. Наоборот, из обращения в нуль 
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 и формулы (4) мы можем вывести (8), так как в силу предложения 10 §1 векторы 
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В планиметрии признак коллинеарности двух векторов дается следующим предложением.

Предложение 7. Обращение в нуль детерминанта матрицы из прямоугольных координат двух векторов на плоскости необходимо и достаточно для коллинеарности этих векторов.

Для доказательства мы будем считать, что рассматриваемая плоскость помещена в пространство и ортонормированный базис в этой плоскости дополнен третьим единичным вектором до ортонормированного базиса в пространстве. Тогда вектор 
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 с координатами (x1, y1) на плоскости имеет координаты (x1, y1, 0) относительно базиса в пространстве. Теперь, применяя предложение 6 к векторам 
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, имеем единственное условие
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для их коллинеарности (остальные два детерминанта равны нулю в силу z1 = z2 = 0).

6. Площадь параллелограмма. Если в пространстве заданы два неколлинеарных вектора 
[image: image453.wmf]a

 и 
[image: image454.wmf]b

, имеющих общее начало, то площадь параллелограмма, построенного на этих векторах, может быть найдена через их координаты (x1, y1, z1) и (x2, y2, z2) в прямоугольной системе координат по формуле
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Площадь параллелограмма в планиметрии вычисляется аналогично. Хотя векторное произведение и не определено, мы можем, как и при доказательстве предложения 7, предполагать, что изучаемая плоскость помещена в пространство и ортонормированный базис в этой плоскости дополнен третьим единичным вектором до ортонормированного базиса в пространстве. Тогда векторное произведение векторов на плоскости имеет одну-единственную координату, отличную от нуля, а именно третью, и площадь параллелограмма, построенного на векторах 
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 и 
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, выражается через их координаты (x1, y1) и (x2, y2) в прямоугольной системе координат на плоскости формулой 
[image: image458.wmf]1

2

2

1

y

x

y

x

S

-

=

, т. е. равна абсолютной величине детерминанта
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§ 5. Преобразование прямоугольных координат на плоскости

При решении многих задач аналитической геометрии наряду с данной прямоугольной системой координат приходится вводить и другие прямоугольные системы координат. При этом, естественно, изменяются как координаты точек, так и уравнения кривых. Возникает задача: как, зная координаты точки в одной системе координат, найти координаты этой же точки в другой системе координат. Решить эту задачу позволяют формулы преобразования координат.

Рассмотрим два вида преобразований прямоугольных координат:

1) параллельный перенос осей, когда изменяется положение начала координат, а направления осей остаются прежними;

2) поворот осей координат, когда обе оси поворачиваются в одну сторону на один и тот же угол, а начало координат не изменяется.

1. Параллельный перенос осей.

Пусть точка М плоскости имеет координаты (x, y) в прямоугольной системе координат Oxy с базисом 
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. Перенесем начало координат в точку O' (x0, y0), где x0 и y0 - координаты нового начала в старой системе координат Oxy. При этом 
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. Новые оси координат O'x' и O'y' выберем сонаправленными со старыми осями Ox  и Oy (рис. 22). Поскольку при параллельном переносе векторы не изменяются, то базисные векторы новой системы координат 
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. Обозначим координаты точки М в системе O'x'y' (новые координаты) через (x', y'), т.е. 
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Отсюда, вспоминая, что 
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, в силу единственности разложения вектора по базису получаем формулы, выражающие связь между новыми и старыми координатами точки M.

x = x'+ x0,         y = y'+ y0


         (1)

                          

     или

x' = x - x0,         y'= y - y0


          (2)

2. Поворот осей координат.

Повернем систему координат Oxy вокруг начала координат О на угол ( в положение Ox' y' (рис. 23).

Пусть точка М имеет координаты (x, y) в старой системе координат Oxy и координаты (x', y' ) в новой системе координат Ox' y'. Выведем формулы, устанавливающие связь между старыми и новыми координатами точки М. Для этого обозначим через (r, φ) полярные координаты точки М, считая полярной осью положительную полуось Ох, а через (r, φ') - полярные координаты той же точки М, считая полярной осью положительную полуось Ох'.
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Очевидно, в каждом случае 
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, а φ=φ'+α. Далее согласно формулам (4) из §2

x = rcosφ, 
y = rsinφ 

и аналогично

x' = rcosφ', 
y' = rsinφ'.

Таким образом, 
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Итак, 
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   (3)

Выражая из этих равенств x' и  y' через x и y, получим
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         (4)
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Рис. 17
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Рис. 19
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Рис. 18
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Рис. 21
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Рис. 23
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